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Kapitel 1

Einfiithrung

Ein wichtiges Ziel der Physik war es immer, die Wirklichkeit durch ein mathematisches
Modell zu beschreiben und auf diese Weise vorhersagbar zu machen. So war es von grundle-
gender Bedeutung, als Sir Isaac NEwTon vor iiber 300 Jahren erkannte, dafl die Himmels-
mechanik und die erfalbare Alltagswirklichkeit von denselben Naturgesetzen bestimmt
werden [1]. Aus diesen Gesetzen hat sich inzwischen die Newronsche oder klassische Me-
chanik als eine in sich geschlossene Theorie entwickelt, innerhalb derer das Verhalten jedes
physikalischen Systems durch Losen eines Differentialgleichungssystems und Kenntnis ei-
nes Anfangszustandes im Prinzip fiir alle Zeiten vorhersagbar ist.

Henrr PoincarRg war um 1890 der erste, der eine Grenze dieser Vorhersagbarkeit er-
kannte, namlich die stets mit einem Fehler behaftete Kenntnis des Anfangszustandes
(siehe z. B. [2, § 23]). Die auf den ersten Blick selbstversténdlich erscheinende Annahme,
daf ein kleiner Fehler auch nur kleine Abweichungen in der Vorhersage bewirken wiirde,
erwies sich als unhaltbar: In den meisten Systemen kann es vorkommen, dafl Fehler in
den Anfangsbedingungen im Laufe der Zeit exponentiell anwachsen; die Wachstumsrate
bezeichnet man als Lyapunov-FExponent. Auf diese Weise werden Vorhersagen nur fiir sehr
kurze Zeiten moglich. Funktionen, die einen Anfangszustand auf einen Endzustand abbil-
den, sind in solchen Féllen Fraktale, das heifit, sie weisen auf beliebig kleinen Intervallen
noch Strukturen auf. Die Abbildungen 2.3 und 2.4 zeigen solche Fraktale und illustrie-
ren, dal nur fiir ganz bestimmte Anfangszusténde des zugrundeliegenden physikalischen
Vorgangs — Streuung an einem eindimensionalen, zeitlich periodischen Potentialtopf —
sinnvolle Voraussagen des Endzustands moglich sind.

Ein System, das sich derartig verhilt, bezeichnen wir als (klassisch) chaotisch; ein
System, fiir welches — durch das Vorhandensein hinreichend vieler Bewegungsintegrale —
chaotisches Verhalten von vorneherein ausgeschlossen werden kann, heifit integrabel. FEin
typisches Beispiel fiir ein integrables System ist ein Pendel — ein harmonischer Oszillator.
Das ausgesprochen regelméflige Verhalten eines Pendels ist seit Jahrhunderten Voraus-
setzung fiir den Bau von Pendeluhren. Wenn wir allerdings ein Pendel an einem anderen
Pendel befestigen, erhalten wir bereits ein chaotisches System, ein sogenanntes Doppel-
pendel. Wenn ein Doppelpendel in geeigneter Weise angestoflen wird, beschreibt das Ende
eine sehr unregelméfige und nicht exakt vorhersagbare Bahn.

Mittlerweile haben genauere experimentelle Befunde gezeigt, dafl die klassische Me-



Abbildung 1.1: Doppelpendel

chanik die Wirklichkeit nur unvollkommen abbildet: In der Welt der Atome und Elemen-
tarteilchen zum Beispiel scheinen ganz andere Naturgesetze zu herrschen. So verliert etwa
die einfache Aussage, daf sich ein Teilchen an einem ganz bestimmten Ort befindet, in
diesem Zusammenhang ihre Bedeutung, da Ort und Impuls nicht gleichzeitig als exakte
Werte existieren; stattdessen sind beide Groflen bereits von der Natur mit Fehlern aus-
gestattet, deren Produkt stets gréfler oder gleich einer Naturkonstanten ist, ndmlich der
Halfte des Pranckschen Wirkungsquantums h. Diese sog. HEiSENBERGsche Unschirferela-
tion hat nur deswegen keine unmittelbaren Auswirkungen auf unseren Alltag, weil i sehr
klein ist. Prinzipiell gilt jedoch: Ein ruhendes Teilchen (mit dem scharf definierten Im-
puls Null) hat keinen Ort, sondern es verteilt sich gleichméBig {iber den gesamten Raum,
und umgekehrt hat ein Teilchen, das sich an einem scharf definierten Ort befindet, keine
Geschwindigkeit — oder jede Geschwindigkeit gleichzeitig.

Das Problem des Zusammenhangs zwischen der klassischen Mechanik und der Quan-
tenmechanik ist bis heute noch nicht vollstdndig geltst. Insbesondere bestehen Schwierig-
keiten bei der Ubertragung des klassischen Konzepts des Chaos in die Quantentheorie.

Seit langerer Zeit sind quantenmechanische Phidnomene bekannt, die die Bezeich-
nung ,chaotisch® rechtfertigen konnen: In bestimmten atomaren Streusystemen kann
es vorkommen, dafl die Elemente der S-Matriz in einer charakteristischen, aber unvor-
hersagbaren Weise fluktuieren (siehe Abb. 3.6). Dieses Phénomen bezeichnet man als
Ericson-Fluktuationen [3, 4]. Zur Behandlung von solchen , chaotischen Matrizen wurde
die Zufallsmatriz- Theorie entwickelt [5, Kap. 4].

Die Entdeckung irreguléren Verhaltens in quantenmechanischen Systemen allein ge-
niigt jedoch nicht, um das Problem der Charakterisierung eines Quantenchaos zu losen.
Was fehlt, ist der Ubergang zwischen der klassischen und der quantenmechanischen Be-
schreibung desselben chaotischen Systems. Gesucht werden quantenmechanische Eigen-
schaften eines Systems, anhand derer es sich als klassisch chaotisch bzw. nicht chaotisch
ausweist.

In dieser Arbeit soll eine Korrespondenz zwischen einer rein klassischen und einer
rein quantenmechanischen Eigenschaft analytisch begriindet und numerisch nachgewie-
sen werden. Das zugrundeliegende System ist ein eindimensionales Streusystem, das unter
bestimmten Voraussetzungen chaotisches Verhalten aufweist. Ein solches Verhalten be-
zeichnet man als irrequldire Streuung.

Die Betrachtung des exponentiellen Anwachsens von Fehlern iiber einen langen Zeit-



raum hinweg ist nur fiir solche Systeme sinnvoll, die auch {iber einen langen Zeitraum hin-
weg beobachtet werden konnen. In Streusystemen hingegen betrachtet man ein Teilchen,
das sich zunéchst auf ein Streuzentrum — hier: einen zeitlich periodischen Potentialtopf
— zubewegt, dort gestreut wird und nach einer gewissen Zeit das Streuzentrum wieder
verlait. Man kann zeigen, daf fiir solche endlichen Wechselwirkungszeiten der Endzu-
stand stetig vom Anfangszustand abhidngen mufl. Aus diesem Grunde war man bis 1986
der Ansicht, dafl der Begriff des Chaos nur fiir gebundene Systeme einen Sinn ergébe,
in denen das Teilchen stets der Wechselwirkung ausgesetzt bleibt. Dann jedoch stellten
B. Eckuarpr und C. Junc fest, dafl in bestimmten Streusystemen beliebig lange Ver-
weilzeiten im Streuzentrum vorkommen konnen, so dafl eine empfindliche Abhéngigkeit
von den Anfangsbedingungen wie in gebundenen Systemen wieder moglich wird, und sie
definierten auf diese Weise erstmalig den Begriff der irrequldren Streuung [6].

1988 stellten R. BromeL und U. SMILANSKY einen Zusammenhang zwischen klassi-
scher irregulérer Streuung und gewissen quantenmechanischen Eigenschaften eines Streu-
systems fest [7, 8]: mit semiklassischen Argumenten konnten R. BLomEL und U. SMILANSKY
die Ericson-Fluktuationen aus dem Verhalten der Verweilzeit eines klassischen Partikels
im Streuzentrum herleiten. Sie bezeichneten die Ericson-Fluktuationen als einen ,, ,Fin-
gerabdruck® des klassischen Chaos in der quantenmechanischen Beschreibung® [8]. In den
gleichen Arbeiten wiesen sie nach, daf§ die S-Matrix eines klassisch chaotischen Streusy-
stems eine Zufallsmatrix aus dem Dysonschen orthogonalen Ensemble ist.

Die in den oben erwidhnten und in weiteren Arbeiten [9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16]
betrachteten Systeme haben gemeinsam, dafl das klassische Chaos vollsténdig ist, d. h. es
existiert kein Bereich im Phasenraum, in dem sich das System noch reguléar verhélt. Man
erkennt diese Eigenschaft auch daran, daf§ die Verweilrate im Streuzentrum exponenti-
ell abfillt [16]. Erst in neuester Zeit werden auch Systeme betrachtet, bei denen noch
Stabilitdtsbereiche im Phasenraum existieren und demzufolge die Verweilrate nur algebra-
isch abfallt [17, 18], wobei allerdings Aussagen iiber den vollstédndig chaotischen Fall im
Vordergrund stehen.

Eine weitere Gemeinsamkeit aller o.a. Arbeiten ist, dafl sie Systeme mit zwei Frei-
heitsgraden und einem zeitunabhéngigen Potential behandeln. Diese Vereinfachungen ge-
geniiber einem ,realistischen® System sind notwendig, um eine numerische Berechnung
des Systems {iberhaupt moglich zu machen.

Das in dieser Arbeit betrachtete System ist ein Streusystem mit nur einem Freiheits-
grad und einem zeitlich periodischen Potential. Damit nehmen wir auf der einen Seite eine
weitere Vereinfachung, auf der anderen Seite eine Verallgemeinerung vor und beleuchten
somit andere Teilaspekte der Wirklichkeit als bisherige Arbeiten.

Ziel dieser Arbeit ist es, auch fiir den klassisch nicht vollstdndig chaotischen Fall einen
quantenmechanischen , Fingerabdruck® zu finden und den physikalischen Mechanismus zu
untersuchen, durch den er zustandekommt.

In Kapitel 2 werden einige grundlegende klassische Eigenschaften des Systems und
die numerische Vorgehensweise vorgestellt. Die empfindliche Abhéngigkeit von den An-
fangsbedingungen — das Kriterium fiir irregulére Streuung — wird iberpriift. Speziell wird
numerisch gezeigt, daf§ der Ausgangsimpuls p,.s als Funktion des Eingangsimpulses pei,
ein Fraktal ist. Es wird die fiir uns wesentliche Figenschaft des Systems vorgestellt, dafl in



Abhéngigkeit von einem Parameter \ entweder eine Stabilititsinsel im Phasenraum oder
vollstandiges Chaos vorliegt. Das exponentielle bzw. algebraische Abfallen der Verweilrate
im Streuzentrum fiir lange Zeiten, anhand dessen sich beide Félle unterscheiden lassen,
wird numerisch tiberpriift.

Fiir beide Fille wird in Kapitel 3 eine quantenmechanische Untersuchung durch-
gefithrt. Fiir den vollstindig chaotischen Fall wird die Aussage von R. BrLOomEL und
U. SmiLansky, dafl die Reflexionskoeffizienten Ericson-Fluktuationen aufweisen, fiir un-
ser zeitabhéngiges System bestétigt. Fiir den Fall mit einer Stabilitétsinsel werden die
von P. SeBa entdeckten dynamischen Resonanzen [19, 20], eine regelméfige Struktur von
Maxima in den Reflexionskoeffizienten, nachgewiesen. In erster Ordnung Storungstheorie
wird eine Formel hergeleitet, welche die relative Lage der Maxima und ihre Abhéngigkeit
von A\ und A richtig vorhersagt.

In Kapitel 4 wird mit Hilfe der quantenmechanischen Phasenraumdichtefunktion nach
K. Husmvr [21] ein unmittelbarer Zusammenhang zwischen dem Vorhandensein der Sta-
bilitédtsinsel und dem Auftreten der dynamischen Resonanzen numerisch belegt. Es wird
gezeigt, dafl es sich bei dem physikalischen Mechanismus, der zu den dynamischen Reso-
nanzen fithrt, um ein ,, Tunneln“ der Wellenfunktion im Phasenraum zwischen der Stabi-
litdtsinsel und dem chaotischen Bereich handelt.

In Kapitel 5 schliellich werden Verallgemeinerungen vorgenommen, die der besseren
Ubersicht halber in den vorherigen Kapiteln unerwihnt blieben. Des weiteren werden
offene Fragen und Ansétze zur Weiterfithrung der Untersuchungen diskutiert.



Kapitel 2

Klassische Beschreibung

2.1 Das System

In dieser Arbeit betrachten wir ein System, das durch die folgende Hammronfunktion
beschrieben wird:

H(p,z,t) = 3p* + \V(z) Y d(t—n) (2.1)

mit dem Potential )
%4 = — ) 2.2
(z) cosh? r (2:2)

Es handelt sich um ein Teilchen der Masse 1, das sich entlang einer eindimensiona-
len Schiene bewegen kann. In zeitlich periodischen Abstédnden erfihrt das Teilchen einen
KraftstoB, einen Kick, dessen Starke und Richtung vom Ort abhéngen. Ein derartiger Kick
wird durch ein zeitabhéngiges Potential der Gestalt V' (x) - §(¢) beschrieben. Wir wollen
V' (z) unverdndert lassen und fithren daher die Kickstdrke X als einen reellen Vorfaktor zu
V(z) in die Gleichung ein. Die Kickperiode kann ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
auf eins gesetzt werden.

Das Potential V(x) ist attraktiv:

V(z) <0 Vo eR, (2.3)
14 V(z)
I | ‘ | .
\»\_1/’

Abbildung 2.1: Das Potential V(x) = —1/cosh®



symmetrisch zum Nullpunkt:

V(z) =V(—x) VzeR (2.4)
und kurzreichweitig:
lirjr[l 2"V(r)=0 VnelN. (2.5)
T—>T 00

Die Eigenschaft der Kurzreichweitigkeit erlaubt es uns, in ,,weiter Entfernung® vom Null-
punkt das Potential zu vernachléssigen. Wir konnen daher ein- und auslaufende Teilchen
als freie Teilchen mit konstantem Impuls pein bzw. paus behandeln. Genaugenommen de-
finieren wir pein und pa.s als die asymptotischen Impulse fiir ¢ — 4o0:

i [p(t) = pein| = 0, (2.6)
i [p(t) = paus| = 0. (2.7)
—+00

Es ist weiterhin niitzlich, eine asymptotische Anfangs- und End-Ortskoordinate zu defi-
nieren:

tBI—n |£L’<t) - (xein +1- pein)’ - 07 (28)
lim |(L’(t) - (l‘aus +1- paus)| =0. (29)
t—4o00

Taus 1St demmnach der Ort, an dem ein freies Teilchen zur Zeit ¢t = 0 gestartet worden sein
miiffte, damit es fiir ¢ — oo die gleiche Bewegung vollfiihrt wie das gestreute Teilchen.
Analog ist x., der Ort, an dem das Teilchen zur Zeit t = 0 bei Abwesenheit des Potentials
eintreffen wiirde.

Wegen der Zeitabhéngigkeit des Potentials sind xe, und ., zur vollstdndigen Be-
schreibung des Anfangs- bzw. Endzustandes notwendig. Aufgrund der Zeitperiodizitat ist
jedoch ., Aquivalent zu xen + npein mit n € Z. Es geniigt daher fiir festgehaltenes pein,
sich bei Untersuchungen des Systems auf ein Intervall [Zein, Tein + Pein) 20 beschranken.

Das Verhalten eines Teilchens mit der Hamizronfunktion 2.1 148t sich folgendermaflen
beschreiben: Zwischen zwei Kicks handelt es sich um ein freies Teilchen, das sich mit
konstantem Impuls bewegt; ,wihrend“ des — unendlich kurzen — Kicks &ndert sich der
Impuls schlagartig, ohne dal das Teilchen die Zeit hitte, seinen Ort zu verédndern. Es
bietet sich daher an, das System zu den ausgezeichneten Zeitpunkten jeweils unmittelbar
vor dem n-ten Kick zu betrachten. Wenn wir mit x,, und p, den Ort bzw. den Impuls
des Teilchens vor dem n-ten Kick bezeichnen, wird die Dynamik des Systems durch die
folgende Abbildung beschrieben:

_ _ /
Tpt1 = Tn+ Pnt1-

Die Trajektorie eines Teilchens mit Anfangskoordinate xe, = xo und Anfangsimpuls
Dein = Po erhalten wir, indem wir fiir n € Ny iterativ die folgenden Schritte ausfiihren:

1. Wir berechnen p, 1 und tragen die Strecke (x,, pn) — (s, pnt1) in das Phasenraum-
diagramm ein.

2. Wir berechnen z,; und tragen die Strecke (z,,pni1) — (Tni1, Pns1) ebenfalls ein.



o3

o3

Abbildung 2.2: Trajektorien in Abhéangigkeit von pe, fiir A = 1, Ten =

Bereits kleinste Anderungen des Anfangsimpulses pe;, bewirken ein vollig unterschiedliches

-2 0

-2 0
Pein = 0.5009

o 3

-2 0 2T

-2 0 2T
Pein = 0.5010

o 3
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—2 0 2T
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[ I I I I I |
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Pein = 0.5005
T T T T T
[ I I I I I |
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-2 0 2T
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Verhalten des gestreuten Partikels. Dies ist das Kriterium fiir irregulére Streuung.



paus
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p aus ]

T

T 1
0.50005
Pein
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paus

T
0.499995

T T T T T T 1
0.5 0.500005
Pein

Abbildung 2.3: pa,s als Funktion von pe, fiir A =1

Jedes Diagramm stellt jeweils die 10-fache Ausschnittvergrofferung des vorhergehenden
dar. Die Funktion ist ein Fraktal: Trotz der Vergroflerung werden die Strukturen nicht zu
einer klaren Linie, sondern es treten immer feinere Strukturen zutage.
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paus paus

r—r—1T T T T T T T T%7 r—r—1T T T T T T T "T7

0 0.5 1 0.45 0.5 0.55
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4

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T >

0.49995 0.5 0.50005 0.499995 0.5 0.500005
Pein Pein

Abbildung 2.4: p,,s als Funktion von pe, fiir A = 3

Jedes Diagramm stellt wiederum eine 10-fache Ausschnittvergroflerung des vorhergehen-
den dar, und die Struktur ist fraktal.
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Wir koénnen die Iteration beenden, sobald sich das Teilchen wieder in einem kréftefreien
Bereich befindet und vom Streuzentrum weg bewegt.

Abb. 2.2 zeigt auf diese Weise berechnete Trajektorien des Systems fiir unterschied-
liche Anfangsimpulse pe, bei festgehaltener Anfangskoordinate xq, = —5. Es féllt auf,
daB bereits kleinste Anderungen des Anfangsimpulses ein vollig unterschiedliches Verhal-
ten des Systems bewirken. Dies ist das von B. Eckuarpt und C. Jung im Jahre 1986
aufgestellte Kriterium fiir irreguldre Streuung [6].

Wir konnen dieses anschaulich unterschiedliche Verhalten quantitativ beschreiben, in-
dem wir z. B. den Impuls p,.s des auslaufenden Teilchens als Funktion des Impulses pein des
einlaufenden Teilchens bei festgehaltener Anfangskoordinate x.;, auftragen. Diese Funk-
tion ist fraktal, d.h. sie weist bei beliebiger VergroBlerung noch Strukturen auf. Abb. 2.3
und 2.4 zeigen den Graphen der Funktion fiir A = 1 bzw. A = 3 auf immer kleiner wer-
denden Intervallen; ein Diagramm stellt jeweils einen Ausschnitt des vorhergehenden in
zehnfacher Vergréflerung dar. Man kann sich gut vorstellen, daf sich die Strukturen bis
zu unendlicher Vergroflerung fortsetzen.

2.2 Die PoiNcARE-Abbildung

Die Gleichungen 2.10 beschreiben eine Abbildung, die einen Punkt (z,,p,) im Phasen-
raum auf den néchsten Punkt (2,1, p,+1) eine Periode spéter abbildet. Um einen Uber-
blick iiber die Eigenschaften dieser Abbildung zu erhalten, insbesondere die Stabilitét
von Trajektorien mit unterschiedlichen Anfangsbedingungen (zg, pg), konnen wir die Ab-
bildung auf viele Teilchen mit zufillig gewéhlten Anfangsbedingungen iterativ anwenden
und die erhaltenen Punkte in ein Phasenraumdiagramm eintragen. Wir erhalten einen
Graphen (Abb. 2.5), der wie ein PoiNcare-Schnitt aussieht.

In der Tat kénnen wir den Phasenraum als PoincArRE-Schnitt in einen erweiterten Pha-
senraum einbetten, indem wir den Zeitpunkt innerhalb einer Periode als neue Winkelva-

p T T T T T p

! | | ! ! : S
-2 0 2 T -2 0 2 T
) = 1: Stabilititsinsel A = 3: vollstdndiges Chaos

Abbildung 2.5: PoiNcARE-Schnitte

12



riable einfithren, wie es von K. Yasma [22] und J. S. Howranp [23] allgemein durchgefiihrt
wurde. Das Potential hangt dann nur noch von dieser Winkelvariablen ab und nicht mehr
von der formalen Zeit. Das System wird so zu einem zweidimensionalen, zeitunabhéngigen
Streusystem, dessen Phasenraum ein vierdimensionaler Torus ist. Im Sinne dieser Einbet-
tung handelt es sich bei den Gleichungen 2.10 um eine Pomncarg-Abbildung, so dafl wir
das KAM-Theorem (KoLmocorov, ArNorD, Moser) und den zugehorigen Formalismus
anwenden konnen [24].

In Abb. 2.5 erkennen wir fiir A = 1 geschlossene Kurven innerhalb eines chaotischen
Bereichs. Es handelt sich hierbei um KAM-Tori, welche auf eine reguldre Dynamik in der
Umgebung des Nullpunktes hinweisen und den Fixpunkt im Nullpunkt des Phasenraums
als elliptischen Fixpunkt der PoincarE-Abbildung ausweisen. Dieser Bereich mit regulérer
Dynamik wird im folgenden als Stabilitditsinsel bezeichnet.

Fiir A = 3 ist die Stabilitétsinsel verschwunden, und der Nullpunkt ist ein hyperboli-
scher Fixpunkt. Dieser Fall wird im folgenden als vollstindig chaotischer Fall bezeichnet,
auch wenn méglicherweise noch elliptische periodische Punkte existieren.

Die Stabilitétsinsel ist durch einen duflersten KAM-Torus scharf begrenzt. Da KAM-
Tori fiir die Trajektorien klassischer Teilchen unpassierbar sind, erscheint die Stabilitéts-
insel als ein ,,Loch im Phasenraum®, wenn wir Partikel von auflerhalb einfallen lassen.
Im vollsténdig chaotischen Fall hingegen kann jeder Punkt im Phasenraum von Teilchen
erreicht werden, die mit geeigneten Anfangsbedingungen auflerhalb der Stabilitédtsinsel
gestartet wurden.

Abb. 2.6 illustriert dieses Phdnomen. Fiir einen fest gewéhlten Anfangsimpuls pei,
wurden Teilchen mit Anfangskoordinaten z.;, aus einem Intervall der Lénge pen durch-
gerechnet. Im Fall A = 1 tritt die Stabilitdtsinsel als Bereich hervor, in den keines der
Teilchen eindringen konnte. Der ,,chaotische Bereich® um die Stabilitdtsinsel herum hin-
gegen wurde selbst bei nur einem Anfangsimpuls pe;, weitgehend ausgefiillt.

Im Fall A = 3 wird ebenfalls ein ,chaotischer Bereich“ des Phasenraums von den
Trajektorien weitgehend ausgefiillt, es bleibt aber kein ,,Loch®“ im Zentrum frei.

p T T T T T p

! ! ! ! ! i ! ! ! !
-2 0 2 T —2 0 2 T
) = 1: Stabilititsinsel A = 3: vollstdndiges Chaos

Abbildung 2.6: PoiNcARE-Schnitte bei Streuung
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2.3 Die Verwellzeit im Streuzentrum

In einem Computerexperiment starten wir ein Teilchen an einem Ort z( in ,,weiter Entfer-
nung”“ vom Streuzentrum und berechnen seine Zeitentwicklung so lange, bis es sich wieder
,weit genug® vom Streuzentrum entfernt hat. Wenn es darum geht, die Verweilzeit At im
Streuzentrum zu definieren, so ist der erste Gedanke, einfach die Anzahl n der Iterationen
zu nehmen. Diese Definition unterliegt jedoch einer gewissen Willkiir, da die Ausdeh-
nung des Streuzentrums nicht von Natur aus festliegt, sondern ebenfalls nur mit einer
gewissen Willkiir definiert werden kann. Im folgenden wird eine Definition der Verweilzeit
At im Streuzentrum gegeben, die von der Definition der Ausdehnung des Streuzentrums
unabhéngig ist.

Zu diesem Zwecke legen wir zunéchst zy auf einen Ort fest, an dem die Wirkung des
Potentials vernachléssigt werden kann. In diesem Fall diirfen wir zy mit dem in Glei-
chung 2.8 definierten x;, gleichsetzen und ebenso py mit pei,:

Lein = 20, Pein = Po- (2-11)

Wir wihlen nun die Abbruchbedingung fiir unsere Iterationen derart, dal am Ende des
Experiments wieder ndherungsweise ein freies Teilchen vorliegt, so dal der Impuls p,
gleich dem asymptotischen Impuls pa,s ist:

Paus = Pn- (212)

Die durch Gleichung 2.9 definierte Endkoordinate ist nun derjenige Ort, an dem ein freies
Teilchen n Perioden vorher gestartet worden sein miifite, um zum Zeitpunkt ¢t = n an der
Stelle x,, einzutreffen:

Taus = Tn — NPp. (2.13)
Wie haben nun die willkiirlichen Anfangs- und Endkoordinaten und -impulse zg, po,
x, und p, auf die von den willkiirlichen Start- und Abbruchbedingungen unabhéngi-

gen Grofen Tein, Peins Taus UNA pays umgerechnet. Mit Hilfe dieser Gréflen konnen wir nun
eine Ein- und Austrittszeit definieren:

Lei T
b = — ey Taws (2.14)
Pein Paus

Die Differenz dieser Zeiten liefert uns eine von der Wahl der Start- und Abbruchbedin-
gungen unabhéngige Definition der Verweilzeit At:

Lein Laus
At = taus - tein = -
Pein Paus
x Tp — NP T Tp
_ Y0 _InT e To  Tno (2.15)
Do Pn Do Pn

Eine fiir die Charakterisierung des Systems und fiir semiklassische Untersuchungen
wichtige Grofle ist die Wahrscheinlichkeitsdichte P(FE,t), ein Teilchen mit der Energie
E zu finden, dessen Verweilzeit At im Streuzentrum eine vorgegebene Zeit t {ibersteigt.
Diese Grofle wird im folgenden als Verweilrate bezeichnet.
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Fiir ein vollstdndig chaotisches System fallt die Verweilrate fiir festgehaltenes E bei
langen Zeiten ¢ exponentiell mit ¢ ab [16]:

P(E,t) ~ e, (2.16)

In den hier betrachteten Systemen gibt es fiir nicht zu grofie A einen elliptischen Fixpunkt
und eine Stabilitétsinsel, was zu einem algebraischen Abfallen fithrt [25, 26]:

P(E,t) ~t. (2.17)

Abbildung 2.7 liefert einen numerischen Beleg fiir die Giiltigkeit der Gleichungen 2.16
und 2.17 fiir unser System.

‘ loglop(E7t) loglop(E7t)

—9 T T T T -3 T T T
2 3 4 10 50 100 150

log,ot t
A=1 0 A=3

Abbildung 2.7: Verhalten der Verweilrate fiir grofie ¢t bei £ = 0.1
Man beachte die unterschiedliche Skalierung der t-Achse fiir A = 1 und A = 3.
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Kapitel 3

Quantenmechanische Beschreibung

3.1 Der FLoQueT-Operator

Die klassische Dynamik unseres Systems wird durch die Gleichungen 2.10 in einer gut
handhabbaren Weise vollstéindig beschrieben. Wiinschenswert wére eine dquivalente Ab-
bildung fiir den quantenmechanischen Fall, die ebenfalls einen Zustand unmittelbar vor
einem Kick in einen Zustand unmittelbar vor dem néchsten Kick iiberfiihrt. Diese Ab-
bildung ist durch den Zeitentwicklungsoperator iiber eine Periode, den sog. FLOQUET-
Operator F'| gegeben. In diesem Abschnitt soll F' auf eine mathematisch akzeptable Weise
konstruiert werden, und es wird ein einfaches Verfahren beschrieben, auf welche Weise
F numerisch auf eine in Ortsdarstellung vorliegende Wellenfunktion angewendet werden
kann.

In der quantenmechanischen Beschreibung des Systems wird aus der Hamicronfunktion
(Gleichung 2.1) der HamizroNoperator

H(t)=p* + \V(z) Y d(t—n). (3.1)

Wir interessieren uns nun fiir Losungen ¢ (z, t) der zeitabhéngigen ScHrRODINGERgleichung
B (1) = H(OW(x, ). (3.2)

Wir betrachten nun den Zeitentwicklungsoperator U(t,t'), der zu einer fiir den Zeitpunkt
t" gegebenen Anfangsbedingung [ig) eine Losung [¢(t)) der ScHrODINGERgleichung 3.2
liefert. Der FLoQueT-Operator ist definiert als der Zeitentwicklungsoperator, genommen

iiber eine Periode:
F=U(1,0). (3.3)

Speziell fiir das durch den Hamiuronoperator 3.1 beschriebene System iiberfithrt der
Froquer-Operator einen Zustand [¢),,) unmittelbar vor einem Kick in den Zustand |t,,+1)
unmittelbar vor dem nichsten Kick. Somit ist ' das quantenmechanische Aquivalent der
Poincare-Abbildung (Gleichung 2.10):

[Yni1) = F[tn) . (3-4)
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Iterative Anwendung von F' liefert uns daher ein stroboskopisches Bild von der Zeitent-
wicklung des Anfangszustandes |¢y):

|thn) = F™ [tho) - (3.5)

Die physikalische Anschauung erlaubt uns, den FLoQuet-Operator eines gekickten Sy-
stems in das Produkt zweier Operatoren F, und F, zu zerlegen. [}, beschreibt die freie
Zeitentwicklung der Wellenfunktion zwischen zwei Kicks, wiahrend F, die Wellenfunktion
vom Zustand unmittelbar vor in den Zustand unmittelbar nach einem Kick iiberfiihrt [5,
§ 2.10]:

F=F, F,=¢ u¥ . .c V@), (3.6)

Allein schon wegen der zentralen Rolle, welche der FLoQueT-Operator in dieser Arbeit
spielt, soll Gleichung 3.6 im folgenden mit den Methoden der mathematischen Physik
hergeleitet werden.

Der Zeitentwicklungsoperator U(t,t’) ist definiert als die Losung der Gleichung
ih2U(t, 1) = H)U(t,t) (3.7)

mit der Anfangsbedingung
Uit t')=1. (3.8)

Aus dieser Definition ergeben sich folgende Figenschaften von U:

1. Zwei ,zusammenstoflende® Zeitentwicklungen kénnen auch durch eine einzige Zeit-
entwicklung ausgedriickt werden (Cuapman-Kormocororr-Gleichung):

U U, ") = U(t,t"). (3.9)

2. U ist unitar:
Ut,hY* =u(t,t) vt t. (3.10)
3. U ist stetig in ¢ und t'.

Man kann zeigen [27, Bd. II, Theorem X.69f], da fiir unseren Fall mit H(t) = Hy +
AV (z) f(t) mit selbstadjungiertem Hy und beschranktem V(x) der Zeitentwicklungsope-
rator U die folgende Gestalt hat:

U(t,t) = e~ wtHog (¢, t')entHo, (3.11)

wobei U die Dyson-Entwicklung von V ist:

tn—1

Ult,t') =1+ Z (—%)n)\V(x)/dtl/dtQ "'/dtnf(tl)f(tg) o ft). (3.12)
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Der zeitabhéngige Anteil f(¢) des Hamimronoperators (Gleichung 3.1) lautet in unserem
Fall:

fey=">Y_ 6(t—n). (3.13)

Einsetzen von 3.13 in die Dyson-Entwicklung (Gleichung 3.12) und Einsetzen von t = 1
und ¢’ = 0 liefert zunéchst:

1 t1 tn—1

U(1,0) =1 +Z /dtl/dtz ---/dtné(tl)d(tg)---5(tn). (3.14)

0 0 0

Wenn wir sdmtliche Integrale auf der rechten Seite auf das gesamte Intervall ausdehnen,
so wird der gesamte Ausdruck n!-mal so grofi. Man kann dies mit Hilfe von vollstéandiger
Induktion beweisen [28] oder sich vor Augen fiihren, da8 es sich bei dem in Gleichung 3.14
auftretenden Mehrfachintegral um den zeitgeordneten Anteil eines symmetrischen Mehr-
fachintegrals handelt [29, § 90], und wenn wir n Zeiten aus dem gesamten Intervall wihlen,
sind diese gerade mit der Wahrscheinlichkeit 2 -1 zeitgeordnet:

/1 dt, ] dts - -7;#”5(751)5(152) ()

1
_ —/ it - /dt S(1)3(ts) -+ 5(t) = . (3.15)
n!
0
Wir erhalten somit:
~ > —1/\‘/(1') " i =
UL,0)=1+) (hT) — e iV @), (3.16)
Durch Einsetzen in Gleichung 3.11 kénnen wir nun den FroQueTr-Operator eines mit
Periode 1 mit dem Potential V' (z) gekickten Systems angeben:
F=U(1,0) = e i 0(1,0)er0Ho = ¢~ 5"~V (@) (3.17)

Damit ist Gleichung 3.6 bewiesen.

Um die Dynamik des quantenmechanischen Systems zu untersuchen, bendtigen wir den
FroQueT-Operator in einer speziellen Darstellung. Unter Ausnutzung der Diagonalgestalt
von F}, in Impuls- und von £, in Ortsdarstellung

(bl Fylp') = e‘%”z’ o(p —p), (3.18)
(x| Fyl2') = e #V@g(x —af), (3.19)
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kénnen wir die Iterationsformel 3.4 wie folgt umschreiben:

(@[ thni1) = (x| F'[¢n)
(x| FpFo [¢on)

— /dx/ dﬂj”/dp//dp” <.T|p/> <p/| Fp |p//> <p//| x/) <x/| Fx |.T”> <x//| wn>

100 4

. ef%p x e*ﬁ)\\/(:r’) 5($l - .CC//> <I//| wn>

= /dx'/dp'e;p/xe;ﬁpge21”/””/62’“/(5"/) (' y) . (3.20)

Wir erhalten auf diese Weise eine Vorschrift, wie F' auf eine in Ortsdarstellung vorlie-
gende Wellenfunktion angewendet wird. Wir kénnen diese Vorschrift in folgende Schritte
zerlegen:

1. Fouriertransformation von der Orts- in die Impulsdarstellung,

2. punktweise Multiplikation mit (p| F}, |p),

3. Fourier-Riicktransformation von der Impuls- in die Ortsdarstellung,
4. punktweise Multiplikation mit (x| F}, |z).

Die Untersuchung der Dynamik des Systems erfolgt nun analog zur Vorgehensweise
im klassischen Fall: Wir prédparieren einen geeigneten Anfangszustand [¢y) und wenden
wiederholt den FroqQuer-Operator an, so lange, bis sich das Teilchen wieder auflerhalb
des Streuzentrums befindet. Dies ist quantenmechanisch so zu verstehen, daf§ die Aufent-
haltswahrscheinlichkeit im Streuzentrum ein vorher gewéhltes kleines € > 0 unterschreitet.
Wenn A > 0 eine obere Abschétzung fiir den Radius des Streuzentrums ist, lautet die

Abbruchbedingung also:
A

/d:): (x| ) |* < e. (3.21)
—A

Als Anfangszustand préparieren wir ,,beinahe eine Impulseigenfunktion, ndmlich ein
Gausssches Wellenpaket

(w—mg)?

(] 1pg) ~ eiPor 5 (3.22)

mit sehr grofler Ortsunschirfe Az. Wir konnen nicht wirklich eine Impulseigenfunktion
praparieren, da die Aufenthaltswahrscheinlichkeit zu Beginn des Experiments im Streu-
zentrum verschwinden muf.

In den Abbildungen 3.1 bis 3.4 sind zwei numerische Streuexperimente dargestellt. Sie
unterscheiden sich durch verschiedene Mittelwerte des Impulses des am Anfang préaparier-
ten Gaussschen Wellenpakets. Es handelt sich um zwei typische Félle, die im folgenden

19



T x
—200 0 200

t =30
T T T T T T T T T T T x
—200 0 200
t =60
T T T T T T x
—200 200
t =90
T T T T T T x
—200 200
t =120
T T T T T T x
—200 200
t =150
T T T T T 1 S x
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Abbildung 3.1: Zeitentwicklung im nicht resonanten Fall, Ortsdarstellung

Die Rechnung wurde mit A = 1 und A = 0.05 durchgefiihrt. Falls nicht anders angegeben,
ist dies in allen Beispielen der Fall.
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Abbildung 3.2: Zeitentwicklung im nicht resonanten Fall, Impulsdarstellung
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—200 0 200
t =60
T T T T T T — X
—200 200
t =90
T T T T T T — X
—200 200
t =120
T T T T — X
—200 200
t =150
T T T T T f T T T — X
—200 0 200

Abbildung 3.3: Zeitentwicklung im resonanten Fall, Ortsdarstellung
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Abbildung 3.4: Zeitentwicklung im resonanten Fall, Impulsdarstellung
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als nicht resonant bzw. resonant bezeichnet werden. Aufgetragen ist der Absolutbetrag
der Wellenfunktion in Orts- und Impulsdarstellung.

Im nicht resonanten Fall erkennen wir in der Ortsdarstellung (Abb. 3.1), wie sich
ein Wellenpaket von links nach rechts bewegt. Am Streuzentrum bei x = 0 &ndert das
Wellenpaket seine Form, und nach Passieren des Streuzentrums sieht man zwei grofie nach
rechts laufende und zwei wesentlich kleinere nach links laufende Wellenziige.

Wenn wir das Bild mit der Impulsdarstellung (Abb. 3.2) vergleichen, kénnen wir die
Wellenpakete als scharfe Maxima erkennen. Der schnellere nach rechts laufende Anteil
erweist sich als Uberlagerung von sechs in der Impulsdarstellung sichtbaren Wellenpa-
keten. Die nach links laufenden Wellenpakete bestehen aus vier erkennbaren Anteilen,
deren Impulse gerade symmetrisch zu den positiven Impulsmaxima liegen. Interessant ist,
dafl die breite Verteilung des Impulses, die wiahrend des Streuprozesses vorliegt, am Ende
des Experiments wieder verschwunden ist. Es sieht so aus, als ob sich der Impuls nur in
diskreten Portionen &ndern kénne. Dieses Phdnomen wird im néchsten Abschnitt ndher
untersucht werden.

In Ortsdarstellung des resonanten Falls (Abb. 3.3) ist der hervorstechendste Unter-
schied zum nicht resonanten Fall eine zeitweise sehr hohe Aufenthaltswahrscheinlichkeit
im Streuzentrum bei x = 0. Das Maximum liegt bei ¢ = 60; danach nimmt die Aufent-
haltswahrscheinlichkeit allméhlich wieder ab. Fiir ¢ = 150 befindet sich noch ein deutlich
erkennbarer Anteil im Streuzentrum. Wenn wir die das Streuzentrum verlassenden Wel-
lenziige betrachten, erkennen wir, dafl diesmal der grofiere Anteil nach links reflektiert
wird.

Die Impulsdarstellung im resonanten Fall (Abb. 3.4) zeigt wieder scharfe Maxima. Wir
konnen sechs Wellenpakete ausmachen, die das Streuzentrum nach rechts verlassen; fiinf
werden reflektiert. Die Lagen der Maxima sind wieder symmetrisch zum Nullpunkt ange-
ordnet. Der noch im Streuzentrum befindliche Anteil der Aufenthaltswahrscheinlichkeit
zeigt sich in der Impulsdarstellung als eine sehr breite, aber flache Verteilung.

3.2 Die Quasienergie-Darstellung der S-Matrix

Sowohl in der klassischen als auch in der Quantenmechanik sind Erhaltungsgrofien stets
mit Symmetrien verkniipft. Im Falle der Energieerhaltung ist die zugehorige Symmetrie
die Invarianz gegeniiber einer Verschiebung des Zeitnullpunkts. Da wir ein System mit
einer expliziten Zeitabhéngigkeit des HamiLToNoperators betrachten, konnen wir mit der
Energie als Erhaltungsgrofie nicht rechnen. Da aber in unserem Fall die Zeitabhéngigkeit
von periodischer Form ist, gibt es noch diskrete Zeittranslationen, die den HamizroNope-
rator invariant lassen, so dafl wir einen diskreten ,,Rest der Energieerhaltung vorfinden.
Diese Erhaltungsgrofie wird als freie Quasienergie bezeichnet und soll in diesem Abschnitt
definiert werden.

Fiir genauere Betrachtungen benétigen wir die vom zeitunabhéngigen auf den zeitlich
periodischen Fall verallgemeinerte S-Matriz. Wir betrachten zunéchst die Dynamik in
weiter Entfernung vom Streuzentrum. Wegen seiner kurzen Reichweite kénnen wir das
Potential V' (z) hier vernachldssigen, so daBl die Dynamik durch den freien HamirTon-
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operator Hy beschrieben wird:

Ho(t) = ip. (3.23)

Der freie Zeitentwicklungsoperator Uy(t,t") kann sofort aus Gleichung 3.11 abgelesen wer-

den, indem wir V(z) = 0 und damit U = 1 setzen:
Up(t,t') = e~z (=0, (3.24)
Auf die gleiche Weise erhalten wir den freien FroQuer-Operator aus Gleichung 3.6:
Fy=e z?”, (3.25)

Wir wollen nun die Wellen- oder MoLLEr-Operatoren €2+ definieren, die zwischen den
allein durch H, beschreibbaren ein- und auslaufenden Teilchen und einem Teilchen im
Streuzentrum vermitteln: €, soll ein freies einlaufendes Teilchen auf eine Losung der
ScHRODINGERgleichung 3.2 abbilden, und 2_ soll dasselbe fiir ein auslaufendes freies Teil-
chen bewirken. In der zeitunabhéngigen Streutheorie konnten wir die MoLLER-Operatoren
als Grenzwert von U(t,0) Uy(0, t) fir t — Foo definieren [30, § 6.3]. Fiir zeitabhéngige Sy-
steme ist die Existenz dieses Grenzwerts nicht gesichert. K. Yasma [22] und J. S. Howranp
23] haben jedoch gezeigt, daf im zeitlich periodischen Fall V(x,t) = V(z)f(t) mit
f(t) = f(t + 1) und beschrianktem V' (x) der folgende Grenzwert existiert:

Oy = lim Fy"F"P, (3.26)

n—Foo

wobei P der Projektor auf denjenigen Teilraum H, des Hilbertraums ist, in dem der
Froquet-Operator F' absolutstetig ist [31, §§ 95-97].

Unmittelbar aus der Definition erkennen wir folgende Eigenschaften der MgLLER-
Operatoren:

1. Fiir die MoLLER-Operatoren und dem FroqQuet-Operator gilt die Beziehung;:

O.F = lim F,"F"PF = lim F,F, "™F"P = FQ,. (3.27)

n—Foo n—Foo

2. Da Fy und F als spezielle Zeitentwicklungsoperatoren unitér sind, gilt 3.27 auch fiir
den HermiTesch konjugierten FroQuer-Operator:

OLF* = lim Fy"F'PF'= lim F;'F, " VF"'p=F*Q,. (3.28)

n—F 0o n—F 00

3. Q. sind partiell isometrisch [23, Theorem 4(a)], d. h.. fiir alle Wellenfunktionen |1))
aus dem Teilraum H,, gilt:

192 [9) | = [ - (3.29)

Wir setzen nun die MgLLER-Operatoren so zusammen, dafl sie ein einlaufendes freies
Teilchen auf ein auslaufendes freies Teilchen abbilden und erhalten so die S-Matriz

S =0, (3.30)
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Das auf diese Weise definierte S ist unitiar auf H, [23, Theorem 4(d)]
S*S =88% =1 (3.31)
und kommutiert mit dem freien Froquer-Operator Fy [31, § 97, Satz 7]:

SFy = FyS. (3.32)

Wir wollen nun untersuchen, auf welche Weise sich die Energie durch einen Streuprozefl
andern kann. Wir betrachten hierfiir einen einlaufenden Zustand, der durch die S-Matrix
mit einem auslaufenden Zustand verkniipft ist:

|¢aus> =9 |wein> . (333)

Die ein- und auslaufenden Zustédnde sind Eigenzusténde von Hy. Somit haben sie scharf
definierte Energien:

Fo [thein) = €750 [ghein) = €77 %ein [thein) (3:34)
FO |waus> = eiTl‘HO |1/}aus> = e*%EauS |1/}aus> . (335)

Um herauszufinden, wie F,,s mit F, zusammenhéangt, lassen wir S auf Gleichung 3.34
wirken:

SFy [thein) = Se™ i Pein [1hyy, ) . (3.36)
Da S mit Fy kommutiert, folgt:

FO |waus> = FOS ‘wein> = eiéEEinS |wein> = eiéEein |waus> . (337)

Wir haben nun Gleichung 3.35 mit E., anstelle von F,, erhalten. Damit beide Gleichun-
gen erfiillt sind, muf} also gelten:

6—%Eaus — 6_%Eein’ (338)

und somit gilt zwischen der Energie des einlaufenden und des gestreuten Teilchens die
Beziehung;:
Eupis = Eein +n-2wh, n €Z. (3.39)

Wir haben hiermit gezeigt, dafl ein Energieaustausch zwischen dem Teilchen und dem
Streuzentrum nur in diskreten Portionen von 27wh moglich ist — die Energie ist sozusagen
bis auf ein ganzzahliges Vielfaches von 27h erhalten. Diese auf ein Intervall beschréankte
Erhaltungsgrofie bezeichnen wir als die freie Quasienergie ©:

© = E mod 27h,

3.40
E=04+n-2rh mit n € Z. ( )

(Wenn im folgenden einfach von der Quasienergie die Rede ist, dann ist damit stets die
freie Quasienergie gemeint.) Die diskrete Quantenzahl n bezeichnen wir als Kanal. Ein

26



Streuprozefl kann verschiedene Kanile n miteinander koppeln, aber die Quasienergie ©
ist vor und nach dem Streuprozef dieselbe. (Wéhrend des Streuprozesses selbst ist © gar
nicht definiert.)

Wir kénnen nun eine Basis konstruieren, in der die S-Matrix eine leicht handhabbare
Gestalt annimmt. Mit der Schreibweise

©,n,£) (3.41)

wird ein Eigenzustand von Hy mit der Quasienergie © und dem Kanal n bezeichnet, also
ein freies Teilchen mit der kinetischen Energie F = © +n - 27h. Die Quantenzahlen n € Z
und © € [0,27h) liegen hierdurch eindeutig fest. Beim dritten Index steht ,,+ fiir ein
nach rechts und ,,—* fiir ein nach links laufendes Teilchen.

Aufgrund der Quasienergieerhaltung ist S diagonal bzgl. ©:

(O,n,4] 56,0, £) = SE,(0)5(© — ). (3.42)

Fiir festgehaltenes © ist S=,(0) eine unendlichdimensionale diskrete Matrix bzgl. der
Kanalquantenzahl n. Da das Potential V(x) symmetrisch zum Nullpunkt vorausgesetzt
ist, gilt:

(©O,n,+| S0, n',+) = (©,n,—|5|0",n,—) und (3.43)
(O,n,—| 510", n,+) = (©,n,+]5|0" n',—). (3.44)

Wir konnen daher die S-Matrix in einen Transmissionsanteil ST und einen Reflexionsanteil
S~ zerlegen:

S=8"+5". (3.45)

Fiir einen Streuprozef bei der Quasienergie © bezeichnet also S ,(0) den Transmissions-
koeffizienten vom Kanal n’ in den Kanal n, und S ,(©) bezeichnet den Reflexionskoeffi-
zienten fiir denselben Ubergang.

Die numerische Berechnung von Elementen der S-Matrix erfolgt folgendermaflen: Wir
praparieren einen Anfangszustand |t.;,) mit scharf definierter Energie Fq, und willkiirli-
chem Kanal ne, = 0, so dafl © = E, ist. Nun wenden wir iterativ solange den FLOQUET-
Operator an, bis die Abbruchbedingung 3.21 erfiillt ist und wir einen Endzustand [¢,ys)
erhalten. Dieser Endzustand hat nicht mehr dieselbe Energie wie der Anfangszustand,
aber immer noch dasselbe O, so da} wir mehrere diskrete Ausgangsenergien F,,, =
FEein 4 Nays - 2mh fiir verschiedene Kanéle n,,s € Z beobachten kénnen. In der Impuls-
darstellung (Abb. 3.2 und 3.4) kénnen wir diese Ausgangskanile an scharfen Maxima
erkennen. Wenn wir numerisch iiber die Maxima integrieren, konnen wir das Quadrat des
Absolutbetrages der Matrixelemente S=,(0) direkt bestimmen.

Die Abbildungen 3.5 und 3.6 zeigen den Absolutbetrag der Reflexions- und Transmis-
sionskoeffizienten zwischen einem Eingangskanal und verschiedenen Ausgangskanilen in
Abhéngigkeit von O fiir A =1 und A = 3.

Fiir A = 1 (Abb. 3.5) erkennen wir eine regelméfige Struktur von Maxima in den
Reflexionskoeffizienten und von Minima in den Transmissionskoeffizienten, die in allen
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Abbildung 3.5: S(0) fir A = 1, — dynamische Resonanzen
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Abbildung 3.6: S(©) fur A = 3, — Ericson-Fluktuationen

29



Kaniélen bei den gleichen © auftreten. Diese Struktur wird als dynamische Resonanzen
bezeichnet und wurde erstmalig von P. Sepa beobachtet [19]. Jedes Maximum im Reflexi-
onskoeffizienten wird als eine Resonanz bezeichnet. Die zu einem Maximum gehérenden
Quasienergie © kennzeichnet den resonanten Fall, der Fall auflerhalb der Maxima heif3t
der nicht resonante Fall. Abb. 3.1 bis 3.4 zeigen die Zeitentwicklung eines Wellenpakets
im ersten Minimum bzw. Maximum des Reflexionskoeffizienten Sy, (©).

Fiir A = 3 (Abb. 3.6) beobachten wir eine unregelméfige Struktur von Fluktuationen.
Es handelt sich um Ericson-Fluktuationen, welche dadurch definiert sind, daf die Auto-
korrelationsfunktion eine LoreEnTz-Funktion ist. R. BLomeL und U. SmiLansky haben in
[7] mit semiklassischen Methoden gezeigt, daf§ das Fehlen einer Stabilitétsinsel im Pha-
senraum ein hinreichendes Kriterium fiir das Auftreten von Ericson-Fluktuationen ist.
Genauer haben sie gezeigt, dafl das Quadrat des Absolutbetrages der ©-Autokorrelati-
onsfunktion der S-Matrix

in diesem Fall eine LorENTzfunktion ist:
Coal? = — 2 3.47
| + K+ (©/h)? (3-47)

k ist hierbei die Zerfallskonstante der klassischen Verweilrate P(FE,t), hat also dieselbe
Bedeutung wie in Gleichung 2.16. Abb. 3.7 zeigt die zu Abb. 3.6 korrespondierende,

|Coo-(©)
A
1
+
B +
T E
O T T T T T T T T T T g %
0 0.1 0.2

Abbildung 3.7: ©-Autokorrelationsfunktion des Reflexionskoeffizienten fiir A = 3
Die Kreuze zeigen die numerisch ermittelte Funktion |Cyy(0)]?. Die durchgezogene Linie
ist die von R. Bromer und U. SmiLansky [7, 8] vorhergesagte Lorentzfunktion (siche
Gl. 3.47). k hat den Wert 0.055, entnommen aus der Steigung der Ausgleichsgeraden in

Abb. 2.7 fir A = 3.
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numerisch berechnete ©-Autokorrelationsfunktion |Cpo_(©)[* im Vergleich zu der durch
Gleichung 3.47 gegebenen Funktion.

Wenn wir auch fiir den Fall mit A = 1 die ©-Autokorrelationsfunktion berechnen (siehe
Abb. 3.8), erhalten wir keine LorenTzfunktion, sondern die dynamischen Resonanzen
machen sich in Gestalt von Maxima bemerkbar, deren Abstand dem mittleren Abstand
der Resonanzen entspricht.

Wenn in Abb. 3.5 und 3.6 auch © > 27h dargestellt ist, miissen wir gedanklich 27A von
O subtrahieren und gleichzeitig den Eingangskanal n., und die Ausgangskanéle n,,s um
1 erhohen, so dafl wir hier in Wirklichkeit Teile einer zweiten Spalte der S-Matrix sehen.
Sobald dieser Punkt erreicht ist, existiert ein tiefer liegender Ausgangskanal n,,s = 0
(nicht dargestellt), ein ,Bremskanal“, der denjenigen Anteil des austretenden Teilchens
enthélt, fiir den F, s = Fein —27h ist und das Teilchen abgebremst wird. Die Tatsache, dafl
dieser Kanal ab ,© > 27h* schlagartig ,offen ist, erklédrt auch das gleichzeitige Abfallen
der Matrixelemente in den meisten dargestellten Kanélen in Abb. 3.5.

Abb. 3.9 zeigt den Ubergang zwischen A = 1 und A = 3, wobei das klassische Phasen-
raumportrait dem quantenmechanischen Reflexionskoeffizienten Sy, (©) gegentibergestellt
wird. Man erkennt, dafl gleichzeitig mit dem Verschwinden der Stabilitétsinsel auch die
dynamischen Resonanzen verschwinden, indem sie sich zu Ericson-Fluktuationen iiber-
lagern. Wie bereits erwéhnt, haben R. BLomeL und U. SMiLANsky nachgewiesen, dafl ein
vollsténdiges klassisches Chaos zu Ericson-Fluktuatioen korrespondiert. Die Abbildung
liefert ein numerisches Indiz fiir eine ebensolche Korrespondenz zwischen der klassischen

2
|Coo-(©)]
y
1+
+
+
+
7 R
+
Lt
0 M Sl S S , 9
T T T T T T T T 2h
0 0.1 0.2

Abbildung 3.8: ©-Autokorrelationsfunktion des Reflexionskoeffizienten fiir A = 1

Coo—(©) wurde aus den auch Abb. 3.5 zugrundeliegenden Daten geméfl Gl. 3.46 numerisch
berechnet. Die dynamischen Resonanzen machen sich in Gestalt von Maxima bemerkbar.
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Abbildung 3.9: Der Ubergang zwischen A = 1 und A = 3

Gleichzeitig mit dem Verschwinden der Stabilitdtsinsel verschwinden auch die dynami-
schen Resonanzen, indem sie sich zu Ericson-Fluktuationen iiberlagern.
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Stabilitdatsinsel und dem quantenmechanischen Phinomen der dynamischen Resonanzen.

3.3 Kopplung an quasigebundene Zustinde

In diesem Abschnitt sollen die Quasienergien, bei denen Resonanz auftritt, in erster Ord-
nung Storungstheorie berechnet werden. Ausgangspunkt fiir die Konstruktion des ,jun-
gestorten” Systems ist die Stabilitdtsinsel, in der quasigebundene Zusténde existieren.
Ein Streuzustand, der dieselbe Quasienergie wie ein quasigebundener Zustand, aber einen
anderen Kanal hat, kann an den quasigebundenen Zustand koppeln, wodurch es zu Reso-
nanz kommt.

Zur Mlustration der Grundidee vergleichen wir unser System zunéchst einmal mit dem
durch den folgenden zeitunabhingigen HamizroNoperator beschriebenen System:
. 1
H=1p*+A\V(z) mit V(z)=-———. (3.48)
cosh”
Das Energiespektrum dieses Systems ist fiir positive Energien kontinuierlich und fiir

negative Energien diskret. Die negativen Energieeigenwerte Ej dieses Systems sind exakt
berechenbar [32, § 23] und gegeben durch:

2
By = 11 <—(1+2k:)+ \/1+§L—é) (3.49)
keN, k<s, s:g(—1+,/1+§—3). (3.50)

Wir konnen nun ,intuitiv® diese Energieniveaus als Naherung fiir diejenigen Ener-
gien verwenden, die ein quasigebundenes Teilchen innerhalb der Stabilitédtsinsel unseres
zeitabhangigen Systems annehmen darf. Da die Energie nur ,,bis auf ein ganzzahliges Viel-
faches von 27h erhalten® ist, konnen Streuzustdnde mit positiver Quasienergie © an die
quasigebundenen Zusténde koppeln, wenn E von einem der Fj gerade ein ganzzahliges
Vielfaches von 27h entfernt liegt. Wenn also die Kopplung an quasigebundene Zustéinde
innerhalb der Stabilitdtsinsel tatsédchlich die Ursache fiir die dynamischen Resonanzen
ist und wenn die oben vorgenommene Nédherung berechtigt ist, so sind die Resonanzen
ungefahr bei folgenden Quasienergien zu erwarten:

mit

©O=FE,+n-2rh mit keN, k<s, (3.51)

wobei n € Z so gewihlt werden muf}, dal © € [0,27h) erfiillt ist. n ist dadurch in
Abhéngigkeit von k eindeutig festgelegt.

Abb. 3.10 zeigt den numerisch berechneten Gesamt-Reflexionskoeffizienten fiir A = 1,
also die Summe aller fiir Abb. 3.5 berechneten Kanéle. Wenn wir Gleichung 3.51 fiir alle
zuldssigen k auswerten, erhalten wir sinnvolle Werte fiir © z. B. bei n = 1 und bei n = 2.
Ein direkter Vergleich dieser Quasienergien mit den Resonanzen ergibt zunéchst zwar
keine gute Ubereinstimmung, der Abstand zwischen zwei Maxima wird jedoch weitgehend
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richtig vorhergesagt. Wir konnen die deutlich ausgeprdgten Maxima als zu n = 1 gehorig
identifizieren und die schwicheren Maxima als zu n = 2 gehorig, wobei die meisten der
schwiécheren Maxima von den stérkeren iiberlagert werden. Genaugenommen sieht man
nur vier zu n = 2 gehorige Maxima, ndmlich etwa bei ©/(27h) = 0.26, 0.40, 1.04 und 1.14.

Eine einfache Verschiebung der aus Gleichung 3.51 gewonnenen Energien (formal: nicht
ganzzahlige n) 1aft diese ndherungsweise richtige Vorhersage der Absténde deutlicher her-
vortreten. Fiir n = 1 werden im mittleren ©-Bereich mehrere Maxima in guter Ndherung
getroffen; bei Anndherung an ©/(27h) = 1 stimmt die Ndherung nicht mehr. Die sicht-
baren zu n = 2 gehorenden Maxima werden verhéltnisméBig gut vorhergesagt. Es scheint
so, als lage das erste schwichere Maximum genau unter dem ersten starken Maximum bei
©/(2rh) ~ 0.14.

Abb. 3.11 zeigt den numerisch berechneten Gesamt-Reflexionskoeffizienten fiir h =
0.05 in Abhéngigkeit von A und ©. Der Funktionswert ist qualitativ durch die Dichte
der Bildpunkte dargestellt. Die durchgezogenen Linien zeigen die durch Gleichung 3.51
beschriebenen Quasienergien fiir £ € N, £ < s und n = 1 als Funktion von A. Die gestri-
chelten Linien zeigen dasselbe fiir n = 2. Offensichtlich sind die Resonanz-Quasienergien
gegeniiber den durch Gleichung 3.51 gegebenen Quasienergien zwar verschoben, zeigen

57(0)
0.5
0 T T T T > 2
0 1 2mh
57(0) 57(0)
A A
0.5+ 0.5
0 T T 1 > 5 0 T T T I =
2mh 2mh
1 1
0 n=1 0 n =2
S—(© S—(©
A y
0.5 0.5
0 T T T > S 0 T T T T > S
2mh 2mh
0 1 0 1
n = 1.035 n = 2.070

Abbildung 3.10: Vergleich von S™(0) mit Ey +n - 27h
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Abbildung 3.11: Reflexionskoeffizient als Funktion von © und A fiir 2~ = 0.05

aber dieselbe Abhéngigkeit von A.

Abb. 3.12 zeigt ebenfalls den Gesamt-Reflexionskoeffizienten im Vergleich zu den ver-
schobenen Energieniveaus mit n = 1 (durchgezogen) und n = 2 (gestrichelt), nur diesmal
fiir festgehaltenes A = 1 in Abhéngigkeit von A und ©. Auch hier wiederum wird die
Abhéngigkeit von einem Parameter — in diesem Fall A — richtig beschrieben.

Fiir genauere Untersuchungen ist es sinnvoll, zu einer Darstellung durch Fourierreihen
iiberzugehen. Wir betrachten einen allgemeinen zeitlich periodischen Hamirronoperator

mit Periode 1: -

H=1Z 4+ V() Y ae ™ (3.52)

n=—oo

In unserem Fall mit einer unendlichen Summe von J-Funktionen sind alle Koeffizienten
a, = 1. Wir verwenden nun den FLoQuET-Ansatz zur Bestimmung von Losungen der mit
diesem H gebildeten ScHRODINGERgleichung ih% (x,t) = Hp(z,t):

W(x,t) = u(x, t)e +° (3.53)
mit einer zeitlich periodischen Funktion u(x,t) mit Periode 1:
w(z,t) = u(z,t +1). (3.54)

Als Fourierreihe geschrieben lautet der Ansatz:

o0

(x,t) = Z un(x)e_ﬂmte_%@t. (3.55)

n=—oo

Wir betrachten also eine Wellenfunktion (z,¢) mit scharfer Quasienergie ©, aber mit
einer beliebigen, ortsabhéngigen Uberlagerung von Kanélen n. Einsetzen in die SCHRODIN-
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Abbildung 3.12: Reflexionskoeffizient als Funktion von © und A fiir A = 1

GErgleichung und Division durch e 7Ot ergibt:

i (© +n - 2wh)u, (x)e 2™

_ % i Un(l’) —zQﬂnt+>\V Z a,e —i2wmt i un(x)e—i%rnt

= 3 i up (@)™ + AV (2 Z Z w(x)ag_e” ™, (3.56)
n=-—oo =—00 l=—00

—i27mnt

Durch Koeffizientenvergleich bzgl. e erhalten wir

un(z) = 2(0 +n - 2rh)u,(z) — 22V (z) Z w(x)a,—,  Vn€Z. (3.57)

l=—o0

Gleichung 3.57 ist die Darstellung der ScuropiNnGERgleichung in der unendlich groflen,
diskreten Basis aller Kanile zu einer festen Quasienergie.

Wir wollen nun die allein durch den Diagonalteil n = [ von Gleichung 3.57 beschriebene
Dynamik als eine ungestorte Dynamik auffassen, die durch den Nichtdiagonalteil gestort
wird. In der ungestérten Dynamik ist dann nach Konstruktion jeder Kanal n von den
anderen entkoppelt und hat die folgende zeitunabhingige ScunrODINGERgleichung

(52 +aAV(@)) un(w) = (O + 1 2h)uus (1), (3.58)

Wenn V (z) durch V, nach oben beschrénkt ist, ist Gleichung 3.58 l6sbar fiir ©+n-27h > 1}
oder fiir © + n - 2rh = E},, wobei Ej, < V, die zu dem zeitunabhingigen Potential
a, AV (x) gehorigen diskreten Energieniveaus durchlduft. Im Spezialfall mit a,, = 1 und
V(z) = —1/(cosh? z) ist V = 0 handelt es sich gerade um die in Gleichung 3.49 angegebe-
nen Fy, mit k € N, k < s. Die der Gleichung 3.51 zugrundeliegende ,intuitive Nédherung
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entspricht hier also dem ungestorten Fall. Da der Diagonalanteil der Stérung nach Kon-
struktion verschwindet, handelt es sich gleichzeitig um die Ndherung erster Ordnung. Es
bleibt noch zu zeigen, daf§ der Einflufl der Korrekturterme zweiter und héherer Ordnung
,nicht zu grof* ist.

In jedem Fall, in dem diskrete Eigenwerte E},, existieren, sind diese eingebettet in das
kontinuierliche Spektrum ©+n-27wh > Vj von Kanélen mit kleinerem n. In der Resolvente

R)=(H-¢)™" fir (eC (3.59)
und in der S-Matrix
SO)=1-2mT(O©) mit T(O)=V -VRO)V (3.60)

(33, §§ 14, 30] erscheinen solche Eigenwerte als Pole.

J. S. Howranp [34, 35] hat die S-Matrix in die komplexe Ebene fortgesetzt und gezeigt,
daB bei eingeschalteter Storung die Pole die reelle Achse verlassen und auf das ,,unphysi-
kalische Blatt*“ wandern. Bei nicht zu starker Stérung ist zu erwarten, daf sich die Pole
noch in der Néhe der reellen Achse befinden. Anstelle einer Singularitét verbleibt auf der
reellen Achse ein Maximum des Matrixelements — eine Resonanz.

In unserem Fall sind alle Koeffizienten a,, = 1, so dafl wir die Stérung nicht von vor-
neherein als klein gegeniiber dem ungestorten Term erkennen kénnen. Wenn wir jedoch
das numerische Resultat (Abb. 3.5) betrachten, stellen wir fest, dal in der S-Matrix — zu-
mindest in der berechneten Spalte — die Diagonale dominiert und dafl die Matrixelemente
aulerhalb der Diagonalen rasch abfallen, so dafl hohere Kanéle nicht allzu stark besetzt
werden. Damit ist erklart, wieso die Resonanzen bei nicht zu starker Kickstiarke A in der
Néhe der durch Gleichung 3.51 gegebenen Quasienergien bleiben.

Wenn wir A erhohen, werden zunehmend auch hohere Kanéle besetzt (siehe Abb. 3.6),
der Einflufl der Storung wird stérker, die komplexen Pole der S-Matrix wandern in weite
Entfernung von der reellen Achse, so dafl sich die Resonanzen auf der reellen Achse zu
Ericson-Fluktuationen iiberlagern.
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Kapitel 4

Beschreibung durch
Phasenraumdichtefunktionen

4.1 Die WIGNER- und die Husimi-Darstellung

In Kapitel 2 wurde gezeigt, wie sich das Phasenraumportait des Systems bei Variation der
Kickstarke A verdndert: Fiir kleine A\ beobachten wir eine Stabilitéitsinsel, die fiir grofere
A verschwindet.

In Kapitel 3 wurden die quantenmechanischen Auswirkungen einer Anderung von A
untersucht: Fiir kleine A treten dynamische Resonanzen in der S-Matrix auf, fiir groflie A
erhalten wir Ericson-Fluktuationen.

Wie bereits erwéihnt, haben R. BromerL und U. SmiLansky nachgewiesen, dafl das
Fehlen einer Stabilitatsinsel tatsédchlich Ursache der Ericson-Fluktuationen ist. Wesentlich
war in diesem Zusammenhang das exponentielle Abfallen der Verweilrate eines klassischen
Partikels im Streuzentrum.

Um das Bild zu vervollstdndigen, miissen wir noch einen direkten Zusammenhang zwi-
schen dem Vorhandensein einer Stabilitédtsinsel im Phasenraum und dem Auftreten der
dynamischen Resonanzen in der S-Matrix finden. In Abschnitt 3.3 wurden bereits quasi-
gebundene Zusténde innerhalb der Stabilitétsinsel zur ndherungsweisen Berechnung der
Resonanz-Quasienergien herangezogen. In diesem Kapitel soll numerisch belegt werden,
dafl diese quasigebundenen Zustdnde wihrend eines Streuprozesses tatséchlich besetzt
werden und dafl dies in direktem Zusammenhang mit den dynamischen Resonanzen steht.

Wenn wir einen Zusammenhang zwischen quasigebundenen quantenmechanischen Zu-
standen und der Stabilitdtsinsel herstellen wollen, miissen wir zuerst eine Methode ent-
wickeln, wie wir den quantenmechanischen Zustand in den Phasenraum einordnen. Na-
turgemaf ist es nicht moglich, einen quantenmechanischen Zustand durch einen Punkt
im Phasenraum zu charakterisieren, da sein Ort und Impuls niemals gleichzeitig scharf
definiert sein konnen. Bestenfalls konnen wir eine Verteilungsfunktion im Phasenraum
angeben, ein quantenmechanisches Analogon einer klassischen Wahrscheinlichkeitsdichte.

Das bekannteste Beispiel einer solchen quantenmechanischen Phasenraumdichtefunk-
tion ist die Wianer-Funktion [21, § 2.1].
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Im eindimensionalen Fall lautet die WiaNER-Funktion eines Zustandes [)):

p(a,p) = (2t [ (o= £[ 0) (0o + §)exp (). (41)
Die WigNEr-Funktion ist im Phasenraum normiert:

/da:/dp pw(z,p) =1, (4.2)

aber sie nimmt sowohl positive als auch negative Werte an und ist daher nicht als Wahr-
scheinlichkeitsdichte interpretierbar.

Ein anderer Ansatz zur Definition einer Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion im Pha-
senraum geht iiber ein Wellenpaket |¢,,) mit minimalem Produkt aus Orts- und Impuls-
unschérfe:

- - ' — x)?
<I/| Somp> = (27TA$2) A exp (%px/ — %) (4.3)
mit
Ax =+/h/2, Ap=+/h/2, (4.4)
so daf

Ax - Ap=h/2. (4.5)

Ein Analogon zur klassischen Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion kénnen wir nun durch
die Ubergangswahrscheinlichkeit des Zustandes |¢)) nach |¢,,) definieren:

pr(z,p) = 270) " [(m| )[° (4.6)

und wir erhalten die Phasenraumdichtefunktion nach K. Husmvr — kurz: Husmr-Funktion
— des Zustandes |¢) [21, § 2.2].
Wie die WieNeRr-Funktion, ist auch die Husmvr-Funktion im Phasenraum normiert:

/da:/dp prr(z,p) = 1. (4.7)

Nach Konstruktion ist pgy(x,p) im gesamten Phasenraum positiv und erfiillt somit alle
Kriterien, die uns eine Interpretation als Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion erlauben.

Anhand der Husmvi-Funktion kénnen wir nun den ,,Weg eines quantenmechanischen
Teilchens durch den Phasenraum*® verfolgen. Insbesondere interessiert uns die Rolle, wel-
che die Stabilitédtsinsel fiir das quantenmechanische Teilchen spielt.

Abb. 4.1 zeigt die Zeitentwicklung der Husmvi-Funktion eines Streuexperiments im
nicht resonanten Fall. Es handelt sich um dasselbe Streuexperiment, das auch Abb. 3.1
und 3.2 zugrundeliegt. Der Funktionswert wird durch die Dichte der Bildpunkte darge-
stellt. Die Abbildung zeigt nicht das gesamte Orts- und Impulsfenster, sondern nur das
Streuzentrum. Die Wellenpakete mit grofler Orts- und kleiner Impulsunschérfe erschei-
nen in diesr Darstellung als sehr langgezogene ellipsenformige Verteilungen, von denen
wir nur einen kleinen Ausschnitt sehen kénnen. Wir beobachten ein von links einlau-
fendes Wellenpaket, welches im Laufe des Streuprozesses den klassisch chaotischen Teil
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Abbildung 4.1: Husimi-Funktion im nicht resonanten Fall
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Abbildung 4.2: Husimi-Funktion im resonanten Fall
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des Phasenraums einnimmt. Der Bereich der klassischen Stabilitétsinsel scheint auch vom
quantenmechanischen Partikel nicht erreicht zu werden und tritt als ,,Loch® im Nullpunkt
deutlich hervor.

Abb. 4.2 zeigt die Zeitentwicklung der Husmvr-Funktion fiir den resonanten Fall wie
in Abb. 3.3 und 3.4. Bereits fiir t = 20 erkennt man, dafl die Wellenfunktion hier starker
als im nicht resonanten Fall dazu tendiert, ein Orbit um die Stabilitdtsinsel herum zu
besetzen. Fiir t = 60 befindet sich ein grofler Anteil der Aufenthaltswahrscheinlichkeit in
diesem Orbit. Das ,,Loch“ im Nullpunkt ist wesentlich kleiner als im nicht resonanten Fall.
Wie wir noch sehen werden, befindet sich das Orbit zum Teil innerhalb der klassischen
Stabilitdatsinsel. Fiir ¢ = 80 ist erkennbar, dal der gréfite Teil des Wellenpakets nach
links reflektiert wird. Fiir groflere ¢t beobachten wir, dafl die Aufenthaltswahrscheinlichkeit
im Orbit allméhlich abnimmt und die Wellenfunktion gleichméfig nach rechts und links
abgestrahlt wird.

4.2 Tunneln in die Stabilitatsinsel

Die Darstellung eines Zustandes iiber eine Phasenraumdichtefunktion ermdoglicht es uns,
die Kopplung zwischen dem Streuzustand und gebundenen Zustéinden néher zu betrach-
ten.

Im Phasenraum stellen sich die gebundenen Zustédnde als geschlossene Kurven inner-

i i i i i

-2 0 2 X
Stabilitatsinsel
p
1
0
-1
-2 0 2 T
nicht resonant resonant

Abbildung 4.3: Tunneln in die Stabilitédtsinsel bei ¢t = 60
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halb der Stabilitdatsinsel dar. Ein klassisches Teilchen kann nicht von auflen in die Sta-
blitatsinsel eindringen, weil es die KAM-Tori nicht durchdringen kann. Wir kénnen dies
ausnutzen, um die genaue Form der Stabilitdtsinsel numerisch zu ermitteln: Wir lassen
von weit auBerhalb klassische Teilchen auf das Streuzentrum zufliegen und variieren den
Anfangsort und -Impuls iiber einen sehr breiten Bereich, so dafl der betrachtete Ausschnitt
des Phasenraums im Rahmen des grafischen Auflésungsvermoégens durch die Trajektori-
en ganz ausgefiillt wére, wenn es sich um freie Teilchen handeln wiirde. Wenn wir nun
das Potential wirken lassen, bleibt ein Bereich im Phasenraum frei, ndmlich gerade die
Stabilitatsinsel.

Fiir ein quantenmechanisches Teilchen stellen, allein schon wegen der Unschérfe, die
KAM-Tori in der Stabilitdtsinsel keine uniiberwindlichen Hindernisse dar. Bestenfalls
nimmt die Wahrscheinlichkeit ab, das Teilchen im Inneren der Insel anzutreffen. Ana-
log zum Uberwinden einer klassisch undurchdringlichen Potentialbarriere im Ortsraum
konnen wir hier von einem Tunneln der Wellenfunktion im Phasenraum durch die KAM-
Tori in die Stabilitétsinsel sprechen.

Abb. 4.3 zeigt eine Uberlagerung der Stabilitéitsinsel mit der Husmvi-Funktion nach 60
Kicks. Schon im nicht resonanten Fall befindet sich ein sehr kleiner, aber noch erkenn-
barer Anteil der Aufenthaltswahrscheinlichkeit des gestreuten Teilchens innerhalb der
Stabilitédtsinsel. Im resonanten Fall ist dieser Anteil wesentlich grofler und im Diagramm
bereits deutlich erkennbar.

Zur weiteren Uberpriifung des in Kapitel 3 festgestellten Zusammenhangs zwischen
dem Vorhandenseins einer Stabilitédtsinsel und den dynamischen Resonanzen kénnen wir
nun das Tunneln der Husmmi-Funktion in die Stabilitédtsinsel in Abhéngigkeit von der Qua-
sienergie messen und das Ergebnis mit dem Reflexionskoeffizienten vergleichen. Hierfiir
benotigen wir ein quantitatives Mafl fiir das Tunneln: Zu dem Zeitpunkt, an dem die
Wahrscheinlichkeit, das Teilchen innerhalb des Streuzentrums anzutreffen, maximal ist,

S=(©) 1(©)
A y
0.5
6 o
0 0 T T T i ™ Sqh 0 T T T i T oqh
Uberlagerung
O
0 T T T i T o7k

Abbildung 4.4: Vergleich von S~(0) mit I(0) fir A =1
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berechnen wir das folgende Integral:

I:= //d:cdppH(:c,p). (4.8)
z

Wir integrieren hier die Husmvi-Funktion iiber die Stabilitdtsinsel Z, deren genaue Form
wir vorher durch Streuung klassischer Teilchen ermittelt haben, wie am Anfang dieses
Abschnittes beschrieben. Wir berechnen also den Anteil der Aufenthaltswahrscheinlichkeit
des Teilchens, der sich zu diesem Zeitpunkt innerhalb der Stabilitidtsinsel befindet.

Abb. 4.4 zeigt den Gesamt-Reflexionskoeffizienten S~(0) im Vergleich zu I(©) fiir
A = 1. Man erkennt eine qualitative Ubereinstimmung der Maxima in beiden Kurven. Ein
Unterschied besteht darin, da die zu n = 2 gehorigen Maxima (n wie in Gleichung 3.51)
bei I stiarker hervortreten als bei S™. Dieser Effekt macht sich bei kleineren A\ weniger
stark bemerkbar, so dal wir ein eindeutigeres Bild erhalten. Abb. 4.5 zeigt das Bild, das
sich bei A = 0.5 ergibt.

In Abb. 4.6 wird, nun wieder fiir A = 1, die Tunnelrate I(©) mit den durch Glei-
chung 3.51 beschriebenen verschobenen Energieniveaus verglichen. Fiir n = 1 ist die
niherungsweise richtige Vorhersage der Lage der Maxima weniger offensichtlich als beim
Reflexionskoeffizienten in Abb. 3.10. Die Ubereinstimmung fiir n = 2 hingegen ist hier
wesentlich deutlicher erkennbar, da einige Maxima, die vorher von zu n = 1 gehérenden
Maxima iiberlagert wurden, nun hervortreten.

Abbildung 4.7 zeigt I als Funktion von A und © fiir dasselbe Experiment wie in
Abb. 3.11. Abbildung 4.8 zeigt I als Funktion von A und © wie in Abb. 3.12. Die durchge-
zogenen Linien stehen wieder fiir die die durch Gleichung 3.51 beschriebenen Quasiener-
gien mit n = 1, die gestrichelten Linien fiir diejenigen mit n = 2. Die Ubereinstimmung
zwischen der Tunnelrate I und den verschobenen Energieniveaus in ihrer Abhéangigkeit

57(6) 1(©)
A A
0.01
0] or Mw > =
0 1 2mh 0 1 2mh
Uberlagerung
O
I * T Beh

Abbildung 4.5: Vergleich von S~(0) mit I(©) fir A = 0.5
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Abbildung 4.6: Vergleich von 1(©) mit Ej + n - 27h

von den Parametern \ bzw. h ist deutlich erkennbar und belegt den Zusammenhang zwi-
schen den dynamischen Resonanzen und einem Tunneln in die Stabilitédtsinsel.

Es sei noch bemerkt, dafl sich das Phéanomen, dafl die zu n = 2 gehérenden Resonanzen
bei I stérker hervortreten als bei S~ sich auch in Abb. 4.7 und 4.8 reproduziert. Die
starksten Tunnelraten beobachten wir dort, wo sich die zu n = 1 und die zu n = 2
gehorenden Resonanzlinien schneiden.
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Abbildung 4.8: I als Funktion von © und A fiir A =1
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Kapitel 5

Erginzungen und Ausblicke

5.1 Verallgemeinerung des Potentials

In dieser Arbeit war stets von dem Potential V(x) = —1/cosh?’z die Rede. In diesem
Abschnitt soll noch eine ganz andere Klasse von Potentialen behandelt werden. Zur Un-
terscheidung soll daher das bisherige Potential mit Vi, (z) (fiir MorsE) bezeichnet werden.

Als P. SeBa die dynamischen Resonanzen entdeckte, verwendete er das folgende Po-

tential:
2

V(z) = Va(z) := —e™ . (5.1)
In meinen ersten numerischen Rechnungen verwendete ich die folgende Verallgemeinerung
dieses Potentials:

V(z) = Vo(z) := —e 2%, (5.2)

Dieses Potential geht fiir & — oo in ein Kastenpotential iiber (siche Abb. 5.1):

B -1 fir || <1,
Viz) = Voolx) = { 0 fir |z| > 1. (5:3)

Abb. 5.2 zeigt fiir verschiedene Werte von «v die klassische Stabilitédtsinsel im Vergleich
mit dem Reflexionskoeffizienten Sy, (©). Die Ahnlichkeit der dynamischen Resonanzen bei
V = Vi und V = V5 ist unverkennbar und zeigt, dafl es sich bei den dynamischen Resonan-
zen offensichtlich nicht um eine Besonderheit des Potentials V,; handelt. Wir beobachten
auch, daf} die kleiner werdende Stabilitdtsinsel zu einem allméhlichen Verschwinden der
dynamischen Resonanzen korrespondiert, wie es auch nach den in dieser Arbeit gefillten
Aussagen zu erwarten war.

Wir kénnen nun die Ergebnisse von Abschnitt 3.3 auf V' = V,, anwenden und die Kopp-
lung des gestreuten Teilchens an quasigebundene Zusténde innerhalb der Stabilitétsinsel
untersuchen, um auf diese Weise eine Vorhersage fiir die Lage der Resonanzen zu finden.
Leider gibt es keine Formel, welche die Energieeigenwerte der gebundenen Zusténde in
einem zeitunabhéngigen Potentialtopf mit V' = V,, explizit angédbe. Als Ersatz habe ich
daher die Energieniveaus semiklassisch nach Bour und SoMMERFELD berechnet [32, § 48].
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Abbildung 5.1: Verschiedene verwendete Potentiale V' (z)



Abbildung 5.2: Stabilitétsinsel und Reflexionskoeffizient fiir verschiedene «
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2rh

Abbildung 5.3: Reflexionskoeffizient und Tunnelrate in Abhéngigkeit von «

V =V,, h=0.05, A = 0.5. Die eingezeichneten verschobenen Energieniveaus sind semi-
klassisch berechnet.
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Ein gebundener Zustand mit der Energie £ ist nach der Bour-SoMMERFELDschen Quan-
tisierungsvorschrift genau dann stationdr, wenn die von der geschlossenen klassischen
Bahn umschlossene Fliache im Phasenraum ein halbzahliges Vielfaches von 27h ist:

j[pd:r =2rh(k+3) mit k€N (5.4)

Wir kénnen nun das Integral numerisch berechnen und diejenigen Energien Ej notieren,
fiir welche die Gleichung 5.4 erfiillt ist. Ab diesem Punkt ist es kein Problem mehr, wie in
Gleichung 3.51 Vielfache von 27h zu addieren und die erhaltenen Quasienergien mit der
Lage der Maxima zu vergleichen.

Abb. 5.3 zeigt den Reflexionskoeffizienten und die Tunnelrate in Abhéngigkeit von der
Quasienergie © und dem Parameter «, der die Form des Potentials charakterisiert, wobei
die verschobenen semiklassischen Energieniveaus mit eingezeichnet sind. Das Ergebnis
ist dhnlich wie in den entsprechenden Abbildungen fiir V' = V};: Die Resonanzen liegen
stets in der Néhe der verschobenen Niveaus und folgen ihrem dynamischen Verhalten bei
Variation eines Parameters — in diesem Falle a. Wiederum reagiert die Tunnelrate ,,emp-
findlicher* auf Niveaus Fj +n-2mh mit n > 1 als der Reflexionskoeffizient, und wiederum
beobachten wir die starksten Tunnelraten dort, wo sich die zu n = 1 (durchgezogen) und
n = 2 (gestrichelt) gehorenden Linien schneiden, wohingegen der Reflexionskoeffizient im
Wesentlichen den zu n = 1 gehorenden Linien folgt.

5.2 Abschwichung der Periodizitidtsforderung

Im letzen Abschnitt wurde eine Verallgemeinerung des Potentials vorgenommen, um si-
cher zu stellen, dafl es sich bei den Ergebnissen dieser Arbeit nicht um eine ganz spezielle
Eigenheit eines bestimmten Potentials handelt. Eine mindestens genauso einengende Ei-
genschaft, die von dem in dieser Arbeit betrachteten System verlangt wird, ist die strenge
Periodizitat der Kicks. In einem realen physikalischen Experiment wird es sich nicht vollig
vermeiden lassen, dafl die Periodizitédt gestort wird.

Aus diesem Grunde habe ich ebenfalls Rechnungen mit einem System vorgenommen,
in dem die Periodendauer 7" mit einem Fehler A behaftet ist:

T=1+¢ mit e [-1A 1A], (5.5)

wobei ¢ eine aus dem Intervall [—%A, %A} stammende, gleichverteilte Zufallszahl ist. Der
Hamiltonoperator des Systems lautet dann

HA(t) = ip” + AV (z) i St —tn), (5.6)

wobei iiber die t,, nur vorausgesetzt wird, dafl
b1 —tn € [1=3A 14+ 3A]  VneZ (5.7)

erfiillt ist.
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Abbildung 5.4: Stabilitatsinsel und Reflexionskoeffizient bei gestorter Periodizitét
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Abb. 5.4 zeigt die klassische Stabilitéatsinsel im Vergleich mit dem Reflexionskoeffizi-
enten Sy,(0) fiir verschiedene A. Man erkennt, dafl bei Storungen der Periodizitét bis
etwa 10% (A = 0.1) die Struktur nur unwesentlich beeinfluft wird. Bei 20% (A = 0.2)
sind die dynamischen Resonanzen immer noch erkennbar, und erst bei 30% verschwinden
die Maxima. Dies gibt Hoffnung, daf die dynamischen Resonanzen auch in einem realen
System beobachtet werden konnen.

5.3 Der klassische Limes

Um den Ubergang zwischen klassischem Chaos und Quantenchaos besser zu verstehen,
wére der nédchste Schritt der Grenziibergang A — 0. Leider stoflen wir ziemlich schnell an
die Grenzen der Rechenleistung heutiger Computer, da fiir kleiner werdende A immer mehr
Stiitzstellen zur Speicherung der Wellenfunktion erforderlich werden (sieche Abschnitt 3.1)
und der Rechenaufwand schneller als linear mit der Anzahl der Stiitzstellen wéchst.

Ein Ansatz, wie man die Anzahl der Stiitzstellen reduzieren kénnte, liegt in der Ver-
kleinerung des Ortsfensters bei gleichzeitigem Einfithren von absorbierenden Randbedin-
gungen [36]. Es wiirde dann geniigen, das Ortsfenster so grof§ zu wéhlen, dafl es den
Anfangszustand — ein ins Streuzentrum laufendes Gausssches Wellenpaket — aufnehmen
kann. Auslaufende Wellenpakete wiirden dann am Rand absorbiert, so daffl man die Rech-
nung nicht abbrechen muf}, sobald das erste Wellenpaket den Rand erreicht. Ein Nachteil
dieser Methode liegt darin, dafl es nicht ganz unproblematisch ist, die absorbierten Teile
des Wellenpakets nach Kanélen getrennt aufzusummieren.

Eine andere Idee zielt auf eine vollig neue Rechenmethode, die gerade an kleine A
angepaft ist. Man konnte z. B. von vorneherein in der Husmvi-Darstellung rechnen und die
Wellenfunktion als Uberlagerung von Gauss-Paketen handhaben. Es wire dann moglich,
den Anfangs- und Endzustand durch sehr wenige komplexe Zahlen zu charakterisieren,
und meine Hoffnung ist, dafl sich auch die Zwischenzustéinde durch eine Summe von
hinreichend vielen Gauss-Paketen gut genug approximieren lassen. Selbst bei 1000 Gauss-
Paketen hétten wir es immer noch mit weniger Zahlen zu tun als bei einer in Gestalt von
216 komplexen Stiitzstellen vorliegenden Wellenfunktion. Eine Verallgemeinerung auf zwei
oder mehr rdumliche Dimensionen riickt damit in Reichweite.

5.4 Ein analytisch l6sbares Modell

Das in dieser Arbeit betrachtete Modell hat den Nachteil, daf§ keine analytische Losung
der Schrodingergleichung bekannt ist. Es ist jedoch moglich, dal es ein ausgezeichnetes
Potential V' (x) gibt, fiir das eine solche Losung existiert. Es besteht insbesondere Grund
zu der Annahme, dafl ein ,,6-férmiger Potentialtopf* mit

V(z) = Vs(z) = —d() (5.8)

ein mathematisch exakt berechenbares Modell liefert.
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Eine denkbare Verallgemeinerung des Potentials Vs wére eine Summe derartiger 9-
Potentialtopfe verschiedener Stéarke vy, an verschiedenen Orten xy:

V(z) ==Y bl — ). (5.9)

Fiir geeignete xp und vy ist es dann moglich, jedes Potential V(x) durch eine solche
Summe zu approximieren, insbesondere auch das in dieser Arbeit behandelte Potential
V(x) = —1/cosh? . Ein Vergleich beider Modelle wiirde sicherlich zu einem noch tiefe-
ren Verstandnis der ,Fingerabdriicke® des klassischen Chaos in der Quantenmechanik
beitragen.
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